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I g‘ﬂ@. Zalkladiey LQB? C\hrfevene,lalmhe FCG%L/
i -— . 25
Nejprve si uvedeme vétu, ktera popisuje dileZitou vlastnost funkef spojitych na uza-
I vieném ohranic¢eném intervalu.
Vo 4. ‘ Véta 8.1 (Cauchyl-Bolzano). Necht je funkce f spojitd na uzavieném ohraniéenéml
l intervalu (a, b) a plati f(a) - f(b) < 0. Pak existuje alespori jedno &islo £ € (a, b)|
‘takové, Ze f(E)=0.
E Ty
I f@+t- FUD) e .
I y=r@® [
l 0 x” 0 ‘}“El E\_/& EN_S&b ¥
f (a) ...... j
f (b){
l a) b)
l Obr. 8.1: Tlustrace Cauchyovy-Bolzanovy vety
Cauchyova-Bolzanova véta fik4, Ze spojitd funkce, kterd méd v krajnich bodech uza-
' vieného ohraniceného intervalu funkénf hodnoty opa¢nych znamének, m4 uvnitf intervalu
- (a, b) tzv. nulovy bod &, tj. bod, pro ktery f(£) = 0. To znamend, 7e graf této funkce
protne v bod€ & osu x — viz obr. 8.1 a). Nulovych bodi miize byt ovem vice — viz obr.
l 8.1 b). Zkuste nakreslit graf funkce, kter4 ma nekone¢n& mnoho nulovych bodi.
l Pro zajemce: /O
Tato véta hraje diileZitou roli pfi numerickém YeSeni nelinedrnich rovnic. UkaZme si, jak lze
I numericky feSit rovnici f (x) = 0 (metoda ptileni intervald).
Necht f je spojitd na (a, b), necht f(a) - f (&) < 0.
' PoloZme x; = #.

L. Je-li f(x;) =0, je bod x; hledanym fe$enim.
2. Je-li f(x1) # 0, je bud f(a) - f(x1) <0, anebo f(x1)- f(d) < 0.

a) Je-li f(a)- f(x1) < 0, nahradime interval {a, b) intervalem (a, x;), vracime se na zaddtek a
poloZime x, = ‘H;"' a znovu testujeme, zda f(x;) = 0 nebo f(x,) # 0.
b) Je-li £(x))- f(b) < 0, nahradime interval (a, b) intervalem (x;, b) a postupujeme obdobné.

IAugustinL_ouis Cauchy (1789—1§7) (¢ti koSi) — vynikajicf francouzsky matematik. Napsal pies 700
praci. Polozil zdklady soudobé matematiky, pfedevsim analyzy.
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 Zdkladni véty c diferencidlniho poctu

Bud po kone&ném pottu n krokl dostaneme bod x,, € (a,b): f(x,) =0, anebo tento proces
provadime tak dlouho, a7 dosdhneme toho, %e délka intervalu obsahujici kofen (kofeny) je mensi,
neZ poZadovand pfesnost.

Nyni si uvedeme disledek véty 8.1.

Diisledek 8.2. Je-li funkce f spojitd naintervalu J, zobrazi tento interval na Jjednobodovou
mnoZinu nebo na interval.

Vetu 8.1 a jeji disledek budeme vyuZivat pro hledéni intervald, na nich? funkce A
nabyva pouze kladnych, resp. pouze zapornych hodnot. N&kdy budeme struéné fikat, Ze
hledédme intervaly, na nichZ je funkce kladn4, resp. zaporna.

V nasledujici kapitole pak tuto vétu vyuZijeme pfi hledéni intervaldi, na nich je funkce
f’ kladn4, resp. zdpornd, coZ ndm poslouZ{ k urdeni intervald monotonie, a kone¢né pii
hledani intervaldl, na nichZ je funkce f” kladn4, resp. zapornd, coZ ndm poslouZi k urdeni
intervaldl konvexnosti a konkdvnosti.

'] .,&w.&eru

Urcovani intervalii, na nichZ je funkce kladns, resp. zaporna

Cauchyova-Bolzanova véta fik4, e nema-li spojitd funkce na intervalu J nulovy bod
(4. rovnice f(x) = 0 nem4 fefeni na J), je na tomto intervalu bud’ pot4d kladn4, anebo
pofé4d zdporna. Tedy pokud hled4dme intervaly, na nichZ je dan4 spojita funkce ki adn4, resp.
zdpornd, staci najit viechny nulové body zadané funkce a defini¢ni obor rozdélit t¥mito
nulovymi body na dil&f intervaly, kde bude funkce bud’ jen kladnd, anebo jen zdpornd. Pak
staci vypocitat funkéni hodnotu v jednom vnitinim bod& tohoto dil¢tho intervalu. Pokud
vyjde zdpornd hodnota, jednd se o funkci, kter4 je zpornd na celém dil&im intervalu.
V Zidném bodg tohoto dil&tho intervalu toti¥ nemize byt kladnd, nebot’to by v ném musel
leZet dal¥i nulovy bod. Analogick4 je situace, pokud vyjde kladnd hodnota.

Priklad 8.3. UrCete intervaly, na nich? je funkce f: y = e (x4 — 4x2) kladn4, resp.

zaporna. M "

5 - (x-2Y(x+2)

ReSent. 70

1. Nejprve vySetiime spojitost funkce f. Jednd se o funkci elementarni a ta je spojitd
ve vSech bodech, v nichZ je definovana. Ze zadé4ni ihned vidime, Ze D(f) = R, tedy.
funkce je spojit4 na celém R,

2. Ur¢ime nulové body funkce f, tj. body, kde je funkéni hodnota rovna nule:

FO=06 0t -0 =0 6 1 - 4220 & 2?4 =0 &
& x2x—2D(x+2)=0,

Nulové body funkce f Jjsou: xg = —2,x1 =0, x = 2.
3. Definiéni obor rozd&lime nulovymi body na disjunktnf intervaly

(=00,~-2), (=2,0), (0,2), (2,00).

58 < |




A
y y
1__
-2 0 2 X
—1 0 1 x
_63__
a) f(x) = e (x4 — 4x?) b) f(x) =1 ~-x?%/x
Obr. 8.2

4. Uréime znaménko funkce f na piislusnych intervalech, Dle Cauchyovy-Bolzanovy
véty staci zvolit na kazdém z dil¢ich intervald jeden bod a v ném urcit funken{ hodnotu.
Podle znaménka funk¢ni hodnoty se rozhodne, zda je funkce na tomto intervalu zaporn4
¢i kladnd. Pokud je funk¢ni hodnota ve zvoleném bod€ zéporn4, je funkce zdporna na
celém diléim intervalu. Obdobné pro kladnou funkéni hodnotu.

Napf'. v intervalu (—oo, —2) zvolime bod —3, v intervalu (-2, 0) bod —1, v intervalu
(0, 2) bod 1 a v intervalu (2, oo0) bod 3:

(—00, —2) : F(=3) = e ((=3)* — 4(=3)?) = 45¢° > 0,
(—2,0) LD == — 41D = -3¢ <0,
(0, 2) L () =e"(1*—4.1%) = —3e < 0,
2, 00) L @) =e¥ 34 —4.32) =45¢° > 0,

5. Zavér: Funkee f je kladnd na intervalu (—oo, —2) a na intervalu (2, 0o) a zdporn4 na
intervalu (—2, 0) a na intervalu (0, 2). Graficky budeme tuto skutednost znizorfiovat

takto:
/T + . — , — .+
<Ez> -2 (0) 2

Pro ilustraci uvddime graf funkce f — viz obrdzek 8.2 a) A
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Zdkladni véty diferencidlniho poltu

—x2

Piiklad 8.4. Urcete intervaly, na nichZ je funkce f: y = kladn4, resp. zdporné.

Resen,

1. Defini¢ni obor: D(f) = R~ {0}. Funkce je spojitd na intervalu (—oo, 0) a na intervalu
(0, 00). Bod 0 je bod nespojitosti. ‘

2. Nulové body funkce f:

2

1 —
fx) =0 & =0 1—-x2=0 < (1—-x)(+x)=0.
Funkce f md dva nulové body: x1 =1, xp = —1.
3. Defini¢ni obor D(f) = (—oc, 0) U (0, 00) rozd€lime nulovymi body na disjunktni
intervaly:
(—OO,—I), (_190)9 (O, 1)7 (19 OO)

4. Ur¢ime znaménko funkce f na pfisluSnych intervalech. Z kazdého intervalu vybe-
reme jeden bod a uré¢ime znaménko funkéni hodnoty v tomto bod€. Napf. v intervalu
(—00, —1) zvolime bod —2, v intervalu (—1, 0) bod —1 v intervalu (0, 1) bod % a
v intervalu (1, oo) bod 2:

1-(=2? -3 3
(=00, —1) : f(—2)=%=_—2=§>0,
1= (-P -3 3
(—1,0) : fl—=)= = = =—=<0,
(2) _% _% _% 2
1) _1-1 1 3
(0,1) f—: = =—=—>O’
(=i
1-22 -3
(1, 00) : f(2) = 3 =—§—<O

5. Zavér: Funkce f je kladnd na intervalu (—oo, —1) a na intervalu (0, 1) a z&pornd na
intervalu (—1, 0) a na intervalu (1, co). Graficky:

@ =

Graf funkce si miiZete prohlédnout na obrizku 8.2 b) A

Pro zajemce:

Mezi nejCastéji se vyskytujici elementarni funkce patif polynomy. Pfi uréovdni intervald, na nichz
dany polynom nabyva kladné, resp. zdpomé hodnoty, miiZeme postupovat stejné jako v pfedchozich
piikladech, tj. vypolteme nulové body (kofeny), rozdélime defini¢ni obor nulovymi body na
disjunktni intervaly a uréime znaménko funkce na kazdém z t&chto intervald. UkdZeme si nyni, jak
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Ize vyuZit vlastnostf polynomu k tomu, abychom se vyhnuli vypoctu znaménka funké&nich hodnot
na viech intervalech. Bude ndm stagit vypo¢itat znaménko jen na Jjednom intervalu. Zna¢né si tim
usetiime prdci obzv14§t& u polynomi vys3ich stupiit.

Polynom je funkce spojitd na celém R. Jestlize tedy dochédzi ke zmén& znaménka, protne
nutné graf osu. x, coZ znamend, Ze v tomto priiseciku je kofen. Vybereme jeden rediny koten o
polynomu P a viimneme si, jaky je pribéh grafu funkce P: y = P(x) v okoli tohoto bodu.
Rozhodujicf roli hraje ndsobnost kofenu «. Lze odvodit:

1. Je-li ndsobnost lich4, dochdzi ke zm&n& znaménka polynomu P, tj. graf pfechézi z jedné strany
osy x na druhou.

2. Je-li ndsobnost sud4, nedochdzi ke zm&n& znaménka polynomu P, tj. graf se osy x jen dotkne
a vrati se na stejnou stranu (podobné& jako u paraboly y = x2 v bod& x = 0).

Situace je zndzorné&na na nasledujicich obrazcich (porovnejte se znimymi funkcemi x, x>, x°

PR

ETTTEETEE T W W

x2,x% .00,
y=Px)
+ x x .
nebo
Obr. 8.3: Chovén{ polynomu v okoli kofene liché ndsobnosti
& x
v, \
o

nebo y=P(x)

Obr. 8.4: Chovéni polynomu v okolf kofene sudé ndsobnosti

Z ptedchozich tivah Ize odvodit tento postup:

1. RozloZime polynom P na sou¢in ireducibilnich &initeld v redlném oboru (komplexni kofeny
nds nyni nezajimaji).

2. Na ¢iselnou osu vyneseme vSechny redlné kofeny s lichou ndsobnosti. Tim je ¢iselnd osa
rozdélena na koneény podet intervali.

3. Vybereme jeden bod xo, ktery neni kofenem, a vypolteme P (xg). Jestlize plati P(xp) > 0, je
P(x) > 0na celém intervalu z bodu 2), ktery obsahuje xo, s pfipadnou vyjimkou bodi, které
jsou kofeny P se sudou ndsobnosti a le{ v tomto intervalu. Obdobng, je-li P(xp) < 0, je
P(x) < 0 na celém pfislu¥ném intervalu s p¥ipadnou v¥jimkou kofent se sudou nasobnosti.

4. V sousednich intervalech vzniklych v bod& 2) md P vidy opa&nd znaménka, tj. pfi pfechodu
pfes koFen liché ndsobnosti polynom P méni znaménko (znaménka na intervalech z bodu 2) se
pravidelng stiidajf).

g
B |
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Piiklad 8.5. Urlete intervaly, na nichZ dany polynom nabyv4 kladnych, resp. zdpornych hodnot.
Pry=@—-1D@+D*C+x+ D’ + 2 +3)°(x — 2)%x.

Reseni. Polynom je zad4n ve tvaru soucinu ireducibilnich &initelii v redlném oboru (viechny &leny
jsou linedrni nebo kvadratické, které jiZ v redlném oboru nelze déle rozloZit — ovéfte si, Ze trojclen
x2 4+ x + 1 nem4 v redlném oboru Z4ddny kofen).

Reélné kofeny jsou 1, —1, —2, —3, 2 a 0. Z nich lichou ndsobnost maji x = 1 (trojndsobny),

x = —2 (jednoduchy), x = —3 (pé&tindsobny) a x = 0 (jednoduchy). Vyneseme je na Ciselnou osu
— viz obrédzek niZe.
Vybereme napt. &islo xo = 3 a vypocteme P(3) = 22.4%.133.5.6°-12.3 > 0 (potfebujeme jen

znaménko, proto je zbyte¢né vycislovat konkrétni hodnotu). Tedy v intervalu obsahujicim Cislo 3
m4 P kladné znaménko a v sousednich intervalech se znaménka pravidelné€ stiidajf.

+ \\ _ A ;;r \r_\ — // si:;
-3 2 (1) 0 1 (2) T
3
Pro dplnost je tfeba je$t€ dodat, Ze v kofenech se sudou ndsobnosti x = —1 (Etyfndsobny)a x = 2

(dvojndsobny) je hodnota rovnéZ nula. Nyni na zdklad€ znalosti intervald, na nichZz dany polynom
nabyv4a kladnych, resp. zdpornych hodnot, miZzeme nacrtnout pfiblizny graf polynomu P.

8.1 Véty o stiredni hodnoté

Nyni si uvedeme t¥i véty, jeZ se obvykle souhrnné€ nazyvaji véty o stfedni hodnoté. V téchto
vé&tach budeme kromé spojitosti funkce na uzavfeném ohrani¢eném intervalu pozadovat i
existenci derivace.

K|




8.1 Véty o Strednt hodnore

V402 Véta 8.6 (Rolle!). Nechr funkce f md ndsledujict viasmosti-
|| 1) je spojitd na uzavieném ohraniceném intervalu {a, b),
| 1) md derivaci na otevieném intervaly (a, b),

i) platt f(a) = £ ).

|! Pak existuje alespori jedno Cislo & € (a, b) takové, Ze f'(¢) = 0,

: y=fx) fla)= f(b)+-
f(@) = F(B)} bimwsdivna

VSimnéme si, ¥e ¥4dnou 7 podminek i), ii), iii) nelze vynechat. Uvazujme napiiklad
funkci f: y = [x], x € (—1, 1). Tato funkce nem4 v bod& x = 0 derivaci (v jediném bod

Obr. 8.6

_ll\_dic_hel_lgll: (T6g2j] 7_19_) (gti ?ol)_; francouzsky matematik. Zabyval se al gebrou.
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Zdkladni véty diferencidlniho pocCtu

A....-{; f-.‘

Véta 8.7 (Lagrange) Necht funkce f md nasledujza viastnosti:

i) je spojitd na uzavieném ohraniceném intervalu (a, b),
ii) md derivaci na otevieném intervalu (a, b).

Pak existuje alespon jedno Cislo & € (a, b) takové, Ze

16 - 1@
b-—-a '

f'¢) =

F()] EEEE R

fla)t

Obr. 8.7: Lagrangeova véta

I tato v&ta m4 ndzorny geometricky vyznam. Sestrojime se€nu s grafu funkce f procha-
zejicibody (a, £(a)) a (b, f(b)). Jeji smémice je k = LE=I@ Vetatiks, ze existuje bod
£ € (a, b), v némZ m4 te€na t ke grafu funkce f smérnici rovnu k, tj. te¢na ¢ sestrojend
v dotykovém bodg (&, f(§)) je rovnobé&Zna se seénou s — viz obr. 8.7 a). Takovych bodl
miiZe byt samoziejmé i vice — viz obr. 8.7 b).

Poznamka 8.8.

1. Rolleova véta je specidlnim pifpadem Lagrangeovy véty. Pfiddme-li k pfedpokladiim
Lagrangeovy v&ty pfedpoklad f(a) = f(b), dostaneme tvrzeni: existuje alespofi jedno
éislo & € (a, b) takové, Ze

! . 0 _
f® = 57— =0,

co? je pfesn& tvrzeni Rolleovy véty (teCna sestrojend v dotykovém bodé€ (£, f(§))
je rovnob&Zna se se¢nou prochézejici body (a, f(a)) a (b, f(b)) a ta je rovnobéZna
S 0SOU X).

2. Podivejme se na fyzikalni interpretaci Lagrangeov;r vety Vyjadiuje-li f(¢) drdhu v z4-
vislosti na ¢ase ¢ pohybujictho se bodu, je podil f&)=jta) pmmerna rychlost v ¢asovém
intervalu {(a, b) a f'(§) je okamZit4 rychlost v case ’g' Veta fika, Ze v intervalu (a, b)
existuje as &, ve kterém je okamZitd rychlost rovna primémé rychlosti na celém
intervalu.

g‘f
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8.2 L'Hospitalovo pravidlo

Lagrangeova véta m4 dva velmi dileZité disledky, které budeme potfebovat v inte-
gralnim podtu.
Vime, Ze (¢)’ = 0, kde c je konstanta. Prvnf diisledek fika, Ze plati i opak.

Disledek 8.9. Je-li f'(x) = Onaintervalu I, jef(x)=cnal, . jeto konstantni funkce.

Diikaz. Necht'xy, xo € I, x; < x2. Podle Lagrangeovy véty existuje & € (x1, xp) takové,

Ze f(x2) — f(x1) = f'(€)(x2 — x1). ProtoZe viak f'(£) = 0, je f(x1) = f(x2), coz
dokazuje tvrzeni. O

Podobné je-li f(x) = g(x) + ¢, kde ¢ je konstanta, pak f’(x) = gx)+¢) =
= g'(x) + ¢’ = g'(x). Druhy disledek ¥ka, e i toto tvrzeni lze obrétit — maji-li dvé
funkce stejnou derivaci, 1i§f se o konstantu.

Diisledek 8.10. Je-li f/(x) = g'(x) na intervalu I, pak existuje konstanta c tak, Ze plati
fX)=gx)+cnal.

Ditkaz. Sta&i aplikovat disledek 8.9 na rozdil J(x) — g(x). O

Poznamka 8.11.
V obou pfedchozich disledcich je podstatné, Ze se mluvi o intervalu. Pokud nejde o in-
terval, tvrzeni nemusi platit. Napf. funkce

_J—1 prox e (-1,0),
f(x)_{ 1 prox e (0, 1),

mé v kazdém bod& nulovou derivaci, ale pfitom nenf konstantni,
o ‘ = obeend iy w}ﬂa%&a dunee, dkond nils e phtdmd Setmoley
‘ Véta 8.12 (Cauchy). Necht funkce J a g maji ndsledujict viastnosti:

1) jsou spojité na uzavieném ohraniceném intervalu (a, b),
‘ 1i) maji derivaci na otevieném intervalu (a, b), pFicem? g'(x) # 0 na (a, b). |

iPak existuje alespori jedno &islo £ € (a, b) takové, Ze

'@ _f®) - f@) |
g'E)  gb)—g@ |

Lagrangeova véta je specidlnim pfipadem Cauchyovy véty (sta¥{ zvolit g(x) = x).

8.2 L’Hospitalovo pravidlo

V kapitole o limit& a spojitosti jsme si slibili, Ze pro vypodet limit vedoucich na nékteré
nedefinované vyrazy si uvedeme efektivnéjsi néstroj, neZ je vypodet pomoci tiprav vyrazu
v limit€. Nyni, kdyZ? méme k dispozici derivace, to Ize udélat. Bude se jednat o vypocet

limity podilu g ((;‘)) Slibenym prostiedkem je tzv. / "Hospitalovo pravidlo.
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i) lim f(x) = lim g(x) =
X—=>X0 X—>X0

i) lim |g(x)] = +o0.
X—>Xg

VA4 'Véta 8.13 (I’H(;spitall). Necht xo € R*. Necht je spinéna jedna z podminek

! |

o ) x) .
Existuje-li lim ———, pak existuje také lim a plati
x—x0 g'(x) x—>x0 g(x)

fx) — fx)
m

m
x0 g(r) | wv gl(x)”

Poznamka 8.14.
1. L’Hospitalovo pravidlo platf i pro jednostranné limity. L' Coqilatone frevidle fre Soneind prmdistial ol

A Pnpomenme Ze je-li hm f(x)=0a hm g(x) = 0, fikdme, Ze ll)m e )) Jje limita
x—xp 8

2

0 Je_ — 3509
typu 0' Je-li xll)n}() f (x) +oo a xlgl;() g(x) +o0, mluvime o limité typu

V konkrétnich piikladech pfSeme typ limity do hranatych zévorek, napt. [3] nebo
oo
k=

3. L’Hospitalovo pravidlo fika, Ze limita le M se dd v pfipadg, Ze se jednd o limitu
x—xp &

0 cokoliv PRI f (x)
[3] nebo [, nahradit limitou J‘11>m 7 2@ predpokladu, Ze tato druhé limita

existuje (miiZe byt i nevlastni).
4. V8imnéte si, Ze ve vyrazu f ( ) derlvujeme zvI4st Citatel a zvlast jmenovatel (nejednd
se tedy o derivaci podilu!).

5. Podivejme se podrobné&ji na limitu [°°k°1“’] V ptipadg, ze hm fx) =C, C e R,

vime, ze

ORI A I

=x g(x)  lim g(x) " ¥oo :
X—>Xp

tj. obejdeme se bez 1’'Hospitalova pravidla. L’Hospitalovo pravidlo tedy teoreticky
pouZijeme, pouze kdyZ li)m f(x) neexistuje nebo lim f(x) = =oo. Prakticky se
x—>Xg X—>Xp

viak nemusfme limitou v {itateli vibec zabyvat — miZe se jednat o limitu, kterou
neumime nebo nechceme pocitat.

6. Opét je tieba zdidraznit, Ze nic z pfedpokladid nelze vynechat.

i) Nejprve je tieba zjistit, zda se jednd o limitu [3] nebo [<KoY]
ii) Musf platit, Ze limita podilu derivaci lim % existuje. To zjistime tak, Ze ji
X—>X :
vypocitame. )

'Guillaume Fr_angois Antoine I’Hospital (1661—-1704) (&ti lopital) — francouzsky matematik. Zabyval
se matematickou analyzou a geometrii.

Y
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Pokud lim f,,—(x)) neexistuje, pak nelze pouZit 1"Hospitalovo pravidlo a musime
x—xp &

hledat j Jlnou cestu Jak danou limitu lim f(—;) vypocitat.

(x)
x—xp 8
A) l—(—lrm“-'] 4 ]Qu. -6- f h& |
Priklad 8. 15 Vypoctéte nasledujici limity:
2
sin x x“—4 @
li s b) 1i , li
a)x}—rﬂ) X ) 1mzxz—x—Z C)x—y-lxrloox 241
. oef—1 .oat—1
d) xh_rR) p e);}_r)r%) , a € (0, 00).

Resent. Nejprve ur¢ime, o jaky typ limity se jedna. PouZiti 1’Hospitalova pravidla vyzna-
¢ime v piisluSném mist&€ nad rovnitkem symbolem LP.

. sinx Ol p, cosx cosO 1
a) lim = | 1 = =—-—=1
x=0 x 0 x—=0 1 1 1
b 1 x2—4 0 P 2x 4 4
m-——— = |- im = —.
»>2x2—x -2 0|  x522x—1 4—1 3
[ 1 1
¢ lim —>— = +°°] P fim —=—— =0
xs+oox2+1 | 400 x—+o00 2x +0o0
-1 0] x
d)lime =|= Lthe——hme =el=1.
x—0 X 0] x—0 1 x—=0
-1 0] *.1
e) lima = |- L_—{Jlimfl na=lima"~1na=a°-lna=lna.
x—=0 Xx O_ x—0 1 x—0 A

U I’'Hospitalova pravidla je obvyklé vicendsobné pouZiti. Dostaneme-li po derivovan{
opét limitu podilu a jsou-li spln&ny pfedpoklady véty 8.13, miZeme znovu zderivovat
Citatele a jmenovatele atd.

Piiklad 8.16. Vypo&téte ndsledujici limity: @
1— 2x34+x -2 1
a) lim 1T cosx , b) lim X Fx -2 , lim C"_S(w_
x—0 xsinx x=+003%3 — 2x2 4 x =1 (x — 1)?
Resent,
1 —cosx O] p .. 0+ sinx . sin x 0] Lp
a) lim —— = | = =lm-—————=1lim —— —— = |[=| &£
r—0 xsinx 0 x—0sinx +xcosx x—0sinx 4+ xcosx 0
LP I coS X cos0 1 i
= limm = = —.
x—0coS x 4+ cosx + x(— sin x) cosO+cosO+O(—sin0) 1+14+40 2
. 2x34x -2 +00 | Lp .. 6x2+1 +oo| Lp .
b) lim = = lim = =
x—>to0 3x3 — 2x2 4 x +0o0 x>+009x2 — 4x 4 1 +oo0

x—>+00 18x —4 x—lr-ir-looﬁ—:i‘

LP . 12x [—}-oo] LP .. 12 2
= lim = 1
+o0

(___ N

=
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_ cos(mx) +1 01 p .. —msin(mx) 0] .p .. —m?cos(mx)

¢) lim ———"—— = |<| = lIm — == = lm—F =

=1 (x—1) 0 =1 2(x—1) 0 x—1 2

2

_r

= .
Piiklad 8.17. Vypodtéte nasledujici limity

101 9 5 2
, X . x’+2x° -3 ) x“4x

2) xllr-ll:loo x100° ¥ xkl-{—loo xT+x34+2 ’ ©) xllr-liloo x84+ x4-35 )
Refent,

a) Jednd se o limitu i—g a platf, 7e limita podilu derivaci existuje, Ize tedy I’ Hospitalovo
pravidla pouZit. Na prvni pohled je viak jasné, Ze pocitat tuto limitu I"'Hospitalovym
pravidlem by bylo velice neefektivni. Museli bychom stokrat derivovat, neZ bychom
se dostali k vysledku. Mnohem snadn&jif je nejprve vyraz v limite upravit (pomoci
krceni) a tim se vlastné hned dostaneme k vysledku:

101

lim —— = lim x = +oc.
x—>—+00 xlOO x—>—+00

b) Opét se jednd se o limitu [%] . Stejné jako v pfedchozim piikladé by bylo neefektivni
pouZivat I’Hospitalovo pravidlo. PouZijeme proto zndmé Gpravy — vytkneme z Citatele

v s

i jmenovatele nejvy$3i mocninu x, jenZ se vyskytuje ve jmenovateli. Obdobn€ jsme
fesili pfiklad 6.39.

x4 233 _ x7(x2+)%——;37) 2423
lim ———a—p= lim = ] >y = _lim i‘ g =
x—+o00 xT 4+ x>+ 2 x—->+oox(1+;a_+x_7) x>+00 |4 L4 5
+o0+0-0
=-———=+
14040

¢) Analogicky jako v pfedchozim pifklad€ budeme vytykat z Citatele i jmenovatele nej-
vy§§f mocninu x, jeZ se vyskytuje ve jmenovateli.

) x2 4+ x ) xs(xl—6+xl—7) . %4_%
lim S 4 e = um — i sy = im —E L=
x—>—o0 x84+ x4—5 x-o>-0c0x (1+F_35—8_ x—)—ool+x_4_x_8
0+0
= 20 o
1+40-0 A

Z predchozich piikiadd je vidét, Ze Fe¥fme-li limitu pro x jdouci do £o0 typu %,

pak je uZiti I’Hospitalova pravidla neefektivni. K feSeni limity pouZijme radgji dpravu
vytykénim. Obecné lze Fici, Ze o vysledku rozhodne nejvyssi mocnina x. Je-li v &itateli
polynom vy&¥iho stupng neZ ve jmenovateli, pak je vysledek +o0 nebo —oo, je-li v &itateli
polynom niZ§tho stupn& neZ ve jmenovateli, je vysledek 0. Pokud je v gitateli i jmenovateli
polynom stejného stupng, pak je vysledek dén koeficienty u téchto nejvyssich mocnin x —
viz piiklad 6.39.

V pifkladé 8.17 bylo moZno 1'Hospitalovo pravidlo pouZit, ale bylo by to velmi
neefektivni. Nyni si ukdZzeme pfipady, kdy I’Hospitalovo pravidlo pouZit nemiZeme.




8.2 L'Hospitalovo pravidio.

Priklad 8.18. Vypoltste lim -
xX——4+00 x2 +1

Resent. Jednd se o limitu [%’g] » Ize tedy uvaZovat o pouZiti I"'Hospitalova pravidla.

Pfipravime si derivaci jmenovatele. Funkce /x2 + 1 je sloZend. Tudi¥

X

Vx2 41

(V2 +1) = [a?+ 1)%]’ = %(ﬁ T B

Pak
) +oo| Lp .. 1 ) Vx2+1 oof Lp
Iim - =|—| = Iim —— = Im — ===
X400 x2+1 400 X—=—+00 = X—=>+00 X o0
X
Y oim 2oy ,
x—+00 1 x—>+00 x2+1

coZ je vychozi limita. Vidime, %e I"Hospitalovo pravidlo ndm pi vypoltu této limity
nepomiiZe. Otdzka zni — mohli jsme v tomto pripade viibec pouzit I'Hospitalovo pravidlo?
Podivejte se znovu na v&tu 8.13 a naslednou poznamku. I’Hospitalovo pravidlo lze pouzit
pravé tehdy, jedna-li se o limitu p¥islu§ného typu a navic existuje limita podilu derivaci. My
v této chvili nevime, zda limita podilu derivaci existuje, nebot’se ndm ji dosud nepodafilo
vypocitat, Nevime tedy, zda je pfedchozi zdpis korektni.

K@ﬁﬁ pouZijeme vytykani a kraceni — analogicky jako v pfikladé 6.39

X 1 1
xX—>+00 \,/xz(l‘i'x_lz) x—>+oox\f(1+;1§) x—>+400 \j!l_i_;cl7 ~1+0 "

Piiklad 8.19. Vypodtste lim - S0

X—>400 X

Resent. Podivejme se nejprve, zdalze k vipoctu dané limity pouZit I"'Hospitalovo pravidlo.

v _ : _ Xepo o 1o s . F) e 5
Oznaéme f(x) = x + sinzx, g(x) = x. Chceme vypoéitat limitu N Br-il-loo 20 Vidime, Ze

N E{Eoo g(x) = +o0, jednd se tedy o typ limity vhodny k pouZiti 1’Hospitalova pravidla.

Neni tieba zkoumat limitu Citatele, pouze pro zdjemce uvadime, ¥e f(x) 2 x — 1, takze
vzhledem k tomu, 7¢ lim (x — 1) = +o00, je podle pozndmky 6.41 lim f(x) = 4o0.
X—> 400 x—>+00 " .

Dali predpoidad véty 8.13 oviem je, Ze Jim £

existuje. Ale v nafem piipad

. ) ) 1 4+cosx
lim = lim —M=
x—>4-00 g’(x) x—+00 1

i e s i,

.njgzg_igyjp,_(_pglgﬂc__pgdy I’Hospita]ovo pr_avidlo _pouil’t.
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Danou limituiiﬁpgggéf"ﬂe pomoci nésledujicich tdprav: {

. x +sinx . sin x . sin x
im T = him (14 25) =14 tim ®it0=1.
x—>+00 X x—=400 X x—=>+0 X
(*): lir_P %’5 = lir41_1 %sinx = 0, nebot’ liril % = 0 a funkce sinus je ohraniend !
X—>100 X—> 00 X—T00
(vyuZili jsme véty 6.43). A
y ] Y
V.54,

l)) Limity typu oo — 00, 0 - (£00)
Limitu typu oo — 00, 0 - (=00) nelze pfimo pocitat pomoci I’ Hospitalova pravidla. Rozdil,

pfip. souéin funkci je tieba nejprve pfevést na podil funkci. Tim dostaneme typ 8 nebo
—i%. Postup si ukdZeme na pifkladech.

@ ¥ Pfiklad 8.20. Vypodtéte nésledujici limity:
1 1 ® 1 1 0
/ag‘)? lim (— — —), b’; lim (—— — ), cg lim xInx.

x—0+ \ x sinx x>0 \sinx e*—1 x—0t

Resent.

a) Jedna se o limitu typu co—o00. Podil dostaneme tak, Ze zlomky pfevedeme na spole¢ného

jmenovatele:
. 1 1 aD-e0 .. sinx — x 0 LP .. cosx — 1 0 LP
lim - | = lim — = || = lim — = || =
x—0+ \x  sinx x—0+t xsinx 0 x—0+ sinx + x cos x 0
LP . —sinx —sin0 0
= lim - = , - =-—=0
x>0t cosx +cosx +x(—sinx) cosO+cos0+ O(—sin0) 2
b) Analogicky jako v pfedchozim pfikladé pfevedeme rozdil funkci na podil.
. 1 1 8Om0 _ (ex——l)—sinx 0 LP
Im | — — = lim - =|=-| =
x—=0 \sinx e*—1 x—0 (e* — 1)sinx 0
LP . e* —cosx 0] p
= hm . = | - -
x—0e*sinx + (e* — 1)cosx 0
LP .. e* +sinx 1+0 1

lim = :
x—0e*sinx +e*cosx +e¥cosx —(e* — Dsinx 04+14+1—-0 2

¢) Jednd se o limitu typu 0- (—o00). Podil dostaneme uméle vytvofenim sloZeného zlomku:

lim xInx=7 lim — = { oo] L oim - = lim (—x) =0.

x—=0t x—0+ 1 +00 x—=0t —= x—0t
x x A
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¢) Limity typu f(x)¢® (¢, « 4% (0 ))
K tprave limity tohoto typu pouZijeme vztah (6.2), vypoiteme limitu funkce v exponentu
a vysledek pak dostaneme aplikaci disledku 6.51.
¥ P¥iklad 8.21. Vypoctéte nsledujici limity:
e 5 8) 1\¥% o) ; 1\* @
a% lim (cos x) x b) lim (—) s ) Loy xmx d lim (1 + —) .
x—0 x—=0t \ x x-20t X—00 X
4% oo 0° 4%°
Resent.,
a) K dpraveé pouZijeme vztah (6.2) a dostdvame:
L L .Incos
(cos x)"2 =e* )
Vypocteme limitu vyrazu v exponentu:
1 Incos 0 + (= sinx)
lim — - Incosx = lim o 2| iy cosx =
x—0 x2 x>0 x2 0 x—0 2x
. —sinx Ol Lp .. —Ccosx
= lim = |—| = lim - =
x—02Xx COS x 0 x—>02cosx + 2x(— sinx)
_ —cos( 1
© 2-c0s0+2-0-(—sin0) 2’
S vyuZitim ddsledku 6.51 je tedy ptivodni limita
lim (cos 1) = &4 = .
m (co =¢ 2=——
b S /e
b) Pomoci vztahu (6.2) a dostdvame:
l e — esinx-ln% )
X
Vypocteme limitu vyrazu v exponentu:
. . 1 . —Inx +oo| Lp .. —% . sin® x
Iim sinx -In— = lim — = = lim oy = lim =
x—07t X x—=0t = +0o0 x—0t —==3 =0T X COS x
s x sin“ x
_ 0] Lp 2sinxcosx _ 0 _0
0] T cosx —xsinx 1
S vyuZitim disledku 6.51 je tedy péivodni limita
1 sinx
lim (—) =e=1
x>0t \ x
y () ‘ f o
G B L gy g IR Hg it e g
R T s (|
nda ¢ Ll Alotind e (L"'Js' ’y't/-“lﬁ/ ) - e
Lovas mox lux O piows B B gy L, st B e, Laixens |5
ot 0+ 'Mi;"‘ ip x0t "‘A':,ut‘mi x> OF XX L_1> <2OF 608X —xAmK 4
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d) Opét nejprve upravime:

Vypocteme limitu vyrazu v exponentu:

1 1
1 m(1+1) 7o ot (=32)
lim x.ln(l + —) = lim y = {—] Lp lim s — =
xX—>00 X X—00 = X—00 1
x )
= lim 7= 1.
x—=>00 | +

X

Pak podle disledku 6.51 je pivodni limita lim (1+1)" =e! =e.

X—>0Q

Priklady na spojitost funkce

@ Priklad 8.22. Urcete, zda je funkce f zadana pfedpisem

2+ B2 prox £0
x+ == x ,
fo) = x P

2 prox =0

spojitd v bodé 0.

ReSeni. Funkce f je spojitd v bod& 0, jestlize plati lirrz) f(x) = f(0). Musime tedy
x—
spocitat limitu funkce f v bod€ 0 a porovnat ji s funkéni hodnotou v bodég 0.

lim f(x) = lim (Zx—l— 2 x)=lim2x+lim g x=0+lim g x:[g}g
x—>0 x—0

X x—0 x—=0 X x—0 Xx 0
2
Lp lim <08?2x _ 9
=0 1 '
Tedy lirrz) f(x) =2 = f(0). Funkce f je v bod& O spojita. A
xX—

5 Pojmy k zapamatovani

— Rolleova véta,

— Lagrangeova véta,

— Cauchyova véta,

— I’Hospitalovo pravidlo.
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